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Uvod
Prvi zapisi u kojima se pocˇinje razvijati teorija ploha konstantne srednje zakrivljenosti
pojavljuju se u 18. stoljec´u. Euler je tada pokazao da je katenoid minimalna ploha, a
1761. godine je Lagrange izveo jednadzˇbu koja mora biti zadovoljena da bi ploha oblika
z = f (x, y) bila minimalna. Osim sˇto je 1776. godine ponovio otkric´e katenoida kao
minimalne plohe te dokazao da je helikoid minimalna ploha, Meusnier je prvi koji je i
formalno definirao notaciju srednje zakrivljenosti. Godine 1841. Delaunay je okarakte-
rizirao klasu ploha u Euklidskom prostoru koje je opisao iskljucˇivo kao rotacijske plohe
ruleta konika. Te plohe su katenoid, unduloid, nodoid i uspravni kruzˇni cilindar. Danas
su te plohe poznate pod imenom Delaunayeve plohe i prvi su netrivijalni primjer ploha
konstantne srednje zakrivljenosti pri cˇemu je sfera njihov trivijalni slucˇaj. Do otkric´a tih
ploha je takoder dosˇao i belgijski fizicˇar i matematicˇar Joseph Plateau eksperimentirajuc´i
sa smjesom sapunice i glicerina. Naime, on je umakao zˇice oblika prostornih krivulja u
sapunicu i tako otkrio minimalne plohe cˇija je vazˇnost u fizici ta sˇto imaju najmanju poten-
cijalnu povrsˇinsku energiju. Problem odredivanja minimalnih ploha omedenih zadanom
krivuljom je dobio ime po njemu te se danas naziva Plateauov problem.
U prvom poglavlju c´emo se osvrnuti na sve najvazˇnije teoreme, definicije i primjere iz
podrucˇja diferencijalne geometrije i kompleksne analize koje c´emo koristiti u istrazˇivanju
svojstava ploha konstantne srednje zakrivljenosti.
U drugom poglavlju c´emo definirati plohe konstantne srednje zakrivljenosti, promatrat
c´emo redom slucˇajeve kada je srednja zakrivljenost tih ploha jednaka i razlicˇita od nule.
Dat c´emo primjere i Weierstrass-Enneperovu reprezentaciju minimlanih ploha. Za plohe
konstantne srednje zakrivljenosti cˇija je zakrivljenost razlicˇita od nule dat c´emo Kenmot-
suovo moderno rjesˇenje i na kraju c´emo se fokusirati na rulete nekih konika cˇijom se rota-
cijom dobivaju tzv. Delaunayeve plohe.
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Poglavlje 1
Diferencijalna geometrija i kompleksna
analiza
S obzirom da je za proucˇavanje ploha konstantne srednje zakrivljenosti potrebno poznava-
nje osnova diferencijalne geometrije i kompleksne analize, u ovom c´emo poglavlju izdvo-
jiti sve bitne definicije i teoreme koji c´e nam pomoc´i u daljnjem radu.
1.1 Temeljni pojmovi iz diferencijalne geometrije
Definicija 1.1.1. Podskup S ⊂ R3 je ploha ako za svaku tocˇku p ∈ S postoji otvorena
okolina V ∈ R3 i preslikavanje x : U → V ∩ S s otvorenog skupa U ∈ R3 koje je:
1. homeomorfizam otvorenih skupova
2. glatko preslikavanje.
Preslikavanje x : U → V ∩ S nazivamo kartom ili parametrizacijom plohe. Pisˇemo
x = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).
Ako je i diferencijal preslikavanja x injektivan, za plohu kazˇemo da je regularna (tj. da je
x regularno).
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Diferencijal preslikavanja x je linearni operator Dx : R2 → R3 u paru kanonskih baza
dan Jacobijevom matricom: 
∂x
∂u
∂x
∂v
∂y
∂u
∂y
∂v
∂z
∂u
∂z
∂v

.
Diferencijal je injektivan ako i samo ako je njegova jezgra trivijalna, tj. ako i samo ako
je njegova slika dvodimenzionalna. Slika od Dx razapeta je stupcima Jacobijeve matrice,
stoga slijedi da je diferencijal injektivan ako i samo ako su vektori
xu B
∂x
∂u
, xv B
∂x
∂v
linearno nezavisni, tj. ako i samo ako je
xu × xv = 0.
Krivulja na plohi
Definicija 1.1.2. Svako glatko preslikavanje c : I → S , I ⊂ R nazivamo krivuljom na
plohi. Pritom, za preslikavanje c : I → S kazˇemo da je glatko preslikavanje ako je
x−1 ◦ c : I → U glatko, za neku kartu x : U → S , c(I) ⊂ x(U).
Propozicija 1.1.3. Neka je c : I → R3 krivulja takva da je x : U → S , c(I) ⊂ x(U). Tada
postoje jedinstvene glake funkcije u = u(t), v = v(t) : I → R takve da je
c(t) = x(u(t), v(t)).
Tangencijalni vektor
Definicija 1.1.4. Neka je S regularna ploha, x : U → R3 karta i p ∈ x(U). Tangencijalni
vektor karte x u tocˇki p = x(u0, v0) je vektor vp ∈ R3p za koji postoji krivulja c : I →
S , c(I) ⊂ x(U) takva da je
c(0) = p, c′(0) = vp.
Skup svih tangencijalnih vektora u p oznacˇavamo s TpS .
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Prva fundamenatalna forma
Definicija 1.1.5. Prva fundamentalna forma plohe S u tocˇki p ∈ S je simetricˇan, biline-
aran funkcional I : TpS × TpS → R definiran s
I(vp,wp) = vp · wp = v · w.
Pridruzˇenu kvadratnu formu I : TpS → R
I(vp) = vp · vp
takoder nazivamo prvom fundamentalnom formom.
Zapisˇimo prvu fundamentalnu formu u karti x : U → R3. Neka je vp ∈ TpS . Tada postoji
krivulja c : I → S takva da je c(0) = p, c′(0) = vp.
Neka je p = x(u0, v0). Krivulju c prikazujemo u karti
c(t) = x(u(t), v(t)),
te vrijedi
vp = c′(0) = xu(u0, v0)u′(0) + xv(u0, v0)v′(0).
Dakle,
I(vp) = vp · vp = x2u(u0, v0)(u′(0))2 + 2xu(u0, v0) · xv(u0, v0)u′(0)v′(0) + x2v(u0, v0)(v′(0))2.
Definicija 1.1.6. Definiramo funkcije E, F, G : U → R
E = x2u, F = xu · xv, G = x2v . (1.1)
Funkcije E, F, G nazivamo fundamentalnim velicˇinama prvog reda plohe S u karti x :
U → R3.
Definicija prve fundamentalne forme se preko fundamentalnih velicˇina prvog reda mozˇe
zapisati krac´e kao:
I = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2. (1.2)
Povrsˇina dijela plohe definirana je kao
P =
∫
U
√
EG − F2dudv.
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Operator oblika plohe i Gaussovo preslikavanje
Neka je S regularna ploha i x : U → R3 karta koja pokriva podrucˇje x(U) plohe S . Pokazali
smo da je tangencijalna ravnina TpS plohe S u tocˇki p ravnina razapeta vektorima xu, xv.
Prema tome, jedinicˇni vektor normale te ravnine je vektor
n =
xu × xv
‖xu × xv‖ .
Definicija 1.1.7. Neka je S regularna ploha parametrizirana s x : U → R3. Preslikavanje
n : U → S 2,
n(u, v) =
xu × xv
‖xu × xv‖
nazivamo Gaussovim preslikavanjem.
Definicija 1.1.8. Neka je f : D → R3, D ⊂ R3, glatka funkcija. Neka su p, v ∈ R3.
Usmjerena derivacija funkcije f u smjeru vektora v u tocˇki p je realan broj
Dv f (p) = (
d
dt
f (p + tv))(0).
Definicija 1.1.9. Preslikavanje S p : TpS → TpR3 definirano s
S p(vp) = −Dvpn(p)
nazivamo operatorom oblika plohe S u tocˇki p (ili Weingartenovim preslikavanjem).
Gaussova i srednja zakrivljenost
Neka je S ploha i neka je S p : TpS → TpS operator oblika plohe od S .
Definicija 1.1.10. Gaussova zakrivljenost plohe S u tocˇki p je funkcija K : S → R defini-
rana s
K(p) = det S p.
Definicija 1.1.11. Srednja zakrivljenost plohe S u tocˇki p je funkcija H : S → R defini-
rana s
H(p) =
1
2
tr S p.
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Kako je S p simetricˇan operator, postoji ortonormirana baza od TpS u kojoj je njegov ma-
tricˇni prikaz dijagonalna matrica
S p =
[
k1(p) 0
0 k2(p)
]
.
Svojstvene vrijednosti k1(p), k2(p) operatora S p nazivamo glavnim zakrivljenostima plohe
S u tocˇki p. Sada je
K(p) = k1(p)k2(p), H(p) =
1
2
(k1(p) + k2(p)).
Definicija 1.1.12. Za plohu S kazˇemo da je ploha konstantne srednje zakrivljenosti ako je
H(p) = const. za svaku tocˇku p plohe.
Posebno, za plohu kazˇemo da je minimalna ako je H(p) = 0 za svaku tocˇku p plohe.
Minimalne plohe su specijalan slucˇaj ploha konstantne srednje zakrivljenosti koje c´emo
zasebno promatrati u ovom radu.
Primjeri
S obzirom da c´emo se u ovom radu fokusirati na klasu ploha koje imaju konstantnu srednju
zakrivljenost, izracˇunajmo srednju zakrivljenost dviju jednostavnih ploha koje spadaju u tu
klasu.
Primjer 1.1.1. Kruzˇni cilindar
Kruzˇni cilindar nastaje gibanjem pravca po kruzˇnici ili obrnuto i spada u klasu translacij-
skih (kliznih) ploha koje nastaju gibanjem jedne kruvulje po drugoj.
Prije nego izracˇunamo srednju zakrivljenost kruzˇnog cilindra, definirajmo tocˇno translacij-
ske plohe.
Definicija 1.1.13. Neka su c1(u) i c2(v) dvije regularne krivulje. Jednostavna ploha koja
dopusˇta parametrizaciju
x(u, v) = c1(u) + c2(v)
naziva se translacijska ploha. Krivulje c1(u) i c2(v) nazivamo generatrisama plohe.
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Da bi skup tocˇaka definiran tom parametrizacijom bio regularna ploha, nuzˇno je
xu × xv = c˙1(u) × c˙2(v) , 0,
odnosno, tangencijalni vektori krivulja generatrisa ne smiju biti kolinearni.
Slika 1.1: Kruzˇni cilindar
Izracˇunajmo sada srednju zakrivljenost kruzˇnog cilindra.
Neka je S kruzˇni cilindar, x2 + y2 = r2. Tada je
n =
∇g
‖∇g‖ ,
gdje je g(x, y, z) = x2 + y2. Dakle, n(x, y, z) =
1
r
(x, y, 0).
Uocˇimo dva tangencijalna vektora e1 = (−y, x, 0) i e2 = (0, 0, 1). Tada je
S p(e1) = −De1n = −
(
∇
( x
r
)
· e1,∇
(y
r
)
· e1, 0
)
=
= −
((
1
r
, 0, 0
)
· e1,
(
0,
1
r
, 0
)
· e1, 0
)
= −1
r
(−y, x, 0) = −1
r
e1,
S p(e2) = (0, 0, 0) = 0 · e2.
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Matrica od S p u bazi e1, e2 od TpS dana je s−1r 0
0 0
 .
Tada je srednja zakrivljenost H kruzˇnog cilindra
H =
1
2
tr S p =
1
2
· −1
r
=
−1
2r
.
Vidimo da kruzˇni cilindar zaista spada u plohe konstantne srednje zakrivljenosti.
Primjer 1.1.2. Sfera
Kao sˇto smo naveli u uvodu, sfera je trivijalan slucˇaj ploha konstantne srednje zakrivlje-
nosti. Svima koji znaju kako sfera izgleda intuitivno je jasno da bi mogla pripadati klasi
ploha konstantne srednje zakrivljenosti, ali to se da i vrlo lako matematicˇki pokazati.
Dakle, neka je S sfera, x2 +y2 + z2 = r2. Jedinicˇno normalno polje (prema van orijentirano)
je
n(x, y, z) =
1
r
(x, y, z).
Neka je v ∈ TpS po volji odabran tangencijalni vektor. Tada je
S p(v) = −
(
∇
( x
r
)
· v,∇
(y
r
)
· v,∇
(z
r
)
· v
)
= −1
r
(v1, v2, v3) = −1r v.
Dakle, operator oblika sfere je tzv. skalarni operator S p = −1r I, gdje je I jedinicˇni operator.
Matrica operatora dana je s −
1
r
0
0 −1
r
 .
Tada je srednja zakrivljenost H sfere jednaka
H =
1
2
tr S p =
1
2
· −2
r
= −1
r
.
10 POGLAVLJE 1. DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA I KOMPLEKSNA ANALIZA
Slika 1.2: Sfera
Druga fundamentalna forma
Definicija 1.1.14. Druga fundamentalna forma plohe S u tocˇki p ∈ S je simetricˇan,
bilinearan funkcional II : TpS × TpS → R definiran s
II(vp,wp) = S p(vp) · wp.
Pridruzˇena kvadratna forma II : TpS → R
II(vp) = S p(vp) · vp
takoder se naziva drugom fundamentalnom formom.
Drugu fundamentalnu formu mozˇemo zapisati u karti x : U → R3. Neka je vp ∈ TpS . Tada
postoji krivulja c : I → S takva da je c(0) = p, c′(0) = vp. Neka je p = x(u0, v0). Krivulju
c prikazujemo u karti
c(t) = x(u(t), v(t)),
te vrijedi
vp = c′(0) = xu(u0, v0)u′(0) + xv(u0, v0)v′(0).
Dakle,
II(vp) = S p(vp) · vp = S p(xu(u0, v0)) · xu(u0, v0)(u′(0))2 + S p(xu(u0, v0)) · xv(u0, v0)u′(0)v′(0) +
+ xu(u0, v0) · S p(xv(u0, v0)u′(0)v′(0) + S p(xv(u0, v0)) · xv(u0, v0)(v′(0))2.
1.1. TEMELJNI POJMOVI IZ DIFERENCIJALNE GEOMETRIJE 11
Definicija 1.1.15. Definiramo funkcije L, M, N : U → R
L = S p(xu(u0, v0)) · xu(u0, v0),
M = S p(xu(u0, v0)) · xv(u0, v0) = xu(u0, v0) · S p(xv(u0, v0)),
N = S p(xv(u0, v0)) · xv(u0, v0).
Funkcije L, M, N nazivamo fundamentalnim velicˇinama drugog reda plohe S u karti x.
Definicija druge fundamentalne forme se preko fundamentalnih velicˇina drugog reda mozˇe
zapisati krac´e kao:
II = Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2. (1.3)
Propozicija 1.1.16. Neka je x : U → S karta. Tada vrijedi
L = n · xuu = 1W det(xuu, xu, xv)
M = n · xuv = 1W det(xuv, xu, xv)
N = n · xvv = 1W det(xvv, xu, xv)
(1.4)
gdje je n standardno jedinicˇno normalno polje od S , n =
xu × xv
‖xu × xv‖ .
Izraz
W2 B EG − F2 =
∣∣∣∣∣∣xu · xu xu · xvxv · xu xv · xv
∣∣∣∣∣∣
nazivamo Weingartenova funkcija.
Iz uvjeta regularnosti slijedi da je W u svakoj tocˇki plohe razlicˇito od nule, sˇtovisˇe W2 > 0.
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Propozicija 1.1.17. Neka je x : U → R3 karta za plohu S , a E, F, G, L, M, N funda-
mentalne velicˇine prvog i drugog reda s obzirom na kartu x. Tada su operator plohe S p te
Gaussova i srednja zakrivljenost dani formulama
S p =
1
EG − F2
[
GL − FM GM − FN
EM − FL EN − FM
]
K =
LN − M2
EG − F2 = det S p
H =
EN + GL − 2FM
2(EG − F2) =
1
2
tr S p. (1.5)
Rotacijske plohe
Definicija 1.1.18. Skup tocˇaka koji nastaje rotacijom neke ravninske krivulje oko pravca
u toj ravnini (koji ne sijecˇe krivulju) nazivamo rotacijskom plohom. Krivulju koja rotira
nazivamo generatrisom plohe, a pravac oko kojeg krivulja rotira osi rotacije.
Odredimo sada implicitnu jednadzˇbu i parametrizaciju rotacijske plohe.
Neka je, npr., u yz-ravnini zadana krivulja f (y, z) = c, c ∈ R, i neka ona rotira oko z-osi.
Neka je T = (x, y, z) bilo koja tocˇka rotacijske plohe. Ona je dobivena rotacijom tocˇke T
krivulje f oko z-osi.
Odredimo koordinate tocˇke T . Oznacˇimo na z-osi tocˇku S koja je sredisˇte kruzˇnice koju
opisuje tocˇka T pri rotaciji. Tada je
|S T | = |S T | =
√
x2 + y2.
Koordinate tocˇke T su (0,
√
x2 + y2, z). U yz-sustavu tocˇka T ima koordinate
T = (
√
x2 + y2, z).
Kako je T tocˇka rotirane krivulje, to je
f (
√
x2 + y2, z) = c.
Prethodna jednadzˇba je implicitna jednadzˇba rotacijske plohe.
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Parametriziramo li profilnu krivulju s c(u) = (0, f (u), g(u)), tada je parametrizacija rota-
cijske plohe dana s
x(u, v) = ( f (u) sin v, f (u) cos v, g(u)), u ∈ I ⊂ R, v ∈ 〈0, 2pi〉.
Najpoznatiji primjer rotacijske plohe koja pripada klasi ploha konstantne srednje zakrivlje-
nosti je katenoid. Katenoid nastaje rotacijom lancˇanice y = achx i njegova srednja zakriv-
ljenost jednaka je nuli sˇto c´emo pokazati u poglavlju u kojem se obraduju minimalne plohe.
Pravcˇaste plohe
Uz translacijske i rotacijske plohe imamo josˇ i pravcˇaste plohe.
Definicija 1.1.19. Neka je c : I → R regularna krivulja, e = e(u) jedinicˇno polje duzˇ c.
Jednostavna ploha koja dopusˇta parametrizaciju
x(u, v) = c(u) + ve(u), u ∈ I, v ∈ R,
naziva se pravcˇastom plohom.
Da bi skup tocˇaka definiran tom parametrizacijom bio regularna ploha, nuzˇno je
xu × xv , 0.
Najpoznatiji primjer pravcˇaste plohe koja pripada klasi ploha konstantne srednje zakriv-
ljenosti je helikoid. Helikoid nastaje istovremenom rotacijom i translacijom pravca oko
fiksnog pravca na kojeg je okomit, pri cˇemu je brzina translacije proporcionalna brzini ro-
tacije i njegova srednja zakrivljenost jednaka je nuli sˇto c´emo pokazati u poglavlju u kojem
se obraduju minimalne plohe.
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1.2 Temeljni pojmovi iz kompleksne analize
Teorem 1.2.1. (Cauchy-Riemannov teorem)
Kompleksna funkcija f = u + iv : Ω → C derivabilna je u tocˇki z0 = (x0, y0) ∈ Ω ako i
samo ako su funkcije u i v, kao realne funkcije dviju realnih varijabli, diferencijabilne u
tocˇki (x0, y0) i zadovoljavaju ove Cauchy-Riemannove uvjete:
∂xu(x0, y0) = ∂yv(x0, y0)
∂yu(x0, y0) = −∂xv(x0, y0).
Propozicija 1.2.2. Ako je funkcija f = u + iv : Ω → C derivabilna, a realne funkcije u i
v su diferencijabilne klase C2, onda su u i v harmonijske funkcije, tj. obje zadovoljavaju
Laplaceovu diferencijalnu jednadzˇbu
∆x B
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
= 0.
Definicija 1.2.3. Za funkciju f : Ω → C kazˇemo da je holomorfna ako je derivabilna
i derivacija f ′ je neprekidna na Ω. Za funkciju kazˇemo da je holomorfna u tocˇki z0 ako
postoji okolina tocˇke z0 na kojoj je f holomorfna.
Definicija 1.2.4. Za funkciju kazˇemo da je meromorfna na otvorenom skupu Ω ⊆ C ako
skup singulariteta nema gomilisˇte u Ω i ako su svi singulariteti ili uklonjivi ili polovi.
Definicija 1.2.5. Neka je Ω ⊆ C otvoren skup, a f : Ω → C funkcija. Kazˇemo da je tocˇka
z0 ∈ Int Ω = Ω \∂Ω singularitet funkcije f ili da funkcija f ima u tocˇki z0 singularitet, ako
u tocˇki z0 funkcija f nije holomorfna ili uopc´e nije definirana u toj tocˇki.
U matematici je ponekad korisno prebaciti se iz standardnih koordinata u i v u R2 preko
kojih se prikazuju koordinate z i z. Algebarske formule koje povezuju oba tipa koordinata
su jednostavne:
z = u + iv
z = u − iv (1.6)
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u =
z + z
2
v =
z − z
2i
(1.7)
Vrlo je zbunjujuc´e, u pocˇetku, raditi sa z i z, pogotovo jer smo ih definirali pomoc´u u i v
1.6. Medutim, promatramo li z i z kao apstraktne koordinate za R2 = C mozˇemo definirati
u i v kao 1.7 pa nas takav pogled dovodi do jednostavnijih formula.
Uvedimo nove diferencijalne operatore:
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂u
− i ∂
∂v
)
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂u
+ i
∂
∂v
)
Tocˇno te operatore uvodimo iz razloga sˇto oni zadovoljavaju jednadzˇbe:
∂
∂z
(z) = 1,
∂
∂z
(z) = 0
∂
∂z
(z) = 0,
∂
∂z
(z) = 1.

Poglavlje 2
Plohe konstantne srednje zakrivljenosti
Definicija 2.0.1. Plohu M u R3 nazivamo plohom konstantne srednje zakrivljenosti ili
CMC 1 plohom ako i samo ako postoji c ∈ R takav da je
H = c.
Plohe za koje je c = 0, odnosno H = 0, nazivamo minimalnim plohama.
Plohe konstanstne srednje zakrivljenosti nazivamo i soap bubbles ili mjehuric´i od sapu-
nice s obzirom da tanak tekuc´i sloj2 okruzˇen zrakom koji nastaje prilikom spajanja dva
mjehuric´a ima konstantnu srednju zakrivljenost.
Takoder, te se plohe mogu okarakterizirati i cˇinjenicom da je njihovo Gaussovo preslika-
vanje harmonijsko.
U ovom poglavlju c´emo dati primjere poznatih minimalnih ploha i dat c´emo Weierstrass−
Enneperovu reprezentaciju takvih ploha. Zatim c´emo dati Kenmotsuovo rjesˇenje za rota-
cijske plohe koje imaju konstantnu srednju zakrivljenost. S obzirom da se matematicˇari josˇ
uvijek bave egzistencijom ploha konstantne srednje zakrivljenosti, mnogi su vec´ dosˇli do
vazˇnih rezultata koje c´emo navesti.
Teorem 2.0.2. (Dini-Beltrami)
Svaka vitopera (K , 0) pravcˇasta Weingartenova ploha u euklidskom prostoru E3 je dio
helikoidne pravcˇaste plohe, definirane kao orbita pravca pod djelovanjem 1-parametarske
grupe helikoidnih gibanja. Posebno, Gaussova zakrivljenost c´e svugdje biti razlicˇita od
nule ako je razlicˇita od nule u nekoj tocˇki. Jedina minimalna pravcˇasta ploha je klasicˇni
uspravni helikoid.
1engl. constant mean curvature
2engl. soap film
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Weingartenove plohe su one plohe za koje postoji funkcijska ovisnost izmedu K i H. Dakle,
te plohe obuhvac´aju plohe konstantne srednje zakrivljenosti i plohe za koje je K = const..
Teorem 2.0.3. (Catalan)
Bilo koja pravcˇasta minimalna ploha u R3 je dio ravnine ili helikoida.
Teorem 2.0.4. Minimalna rotacijska ploha M je sadrzˇana u ravnini ili katenoidu.
Teorem 2.0.5. (Aleksandrov)
Ako je M kompaktna smjesˇtena ploha konstantne srednje zakrivljenosti, tada je M stan-
dardna sfera.
2.1 Primjeri minimalnih ploha
Primjer 2.1.1. Helikoid
Helikoid nastaje istovremenom rotacijom i translacijom pravca oko fiksnog pravca na kojeg
je okomit, pri cˇemu je brzina translacije proporcionalna brzini rotacije.
Catalan je 1842. godine dokazao da je helikoid, uz ravninu, jedina pravcˇasta minimalna
ploha.
Slika 2.1: Helikoid
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Izracˇunajmo srednju zakrivljenost helikoida pomoc´u prve i druge fundamentalne forme.
Kako bi mogli izracˇunati srednju zakrivljenost, potrebna nam je parametrizacija helikoida
koja glasi:
x(u, v) = (u cos v, u sin v, bv), b , 0.
xu(u, v) = (cos v, sin v, 0)
xv(u, v) = (−u sin v, u cos v, b)
xuu(u, v) = (0, 0, 0)
xuv(u, v) = (− sin v, cos v, 0)
xvv(u, v) = (−u cos v,−u sin v, 0)
Iz 1.1 imamo:
E = x2u
= (cos v, sin v, 0)(cos v, sin v, 0)
= cos2 v + sin2 v
= 1
F = xu · xv
= (cos v, sin v, 0)(−u sin v, u cos v, b)
= −u cos v sin v + u sin v cos v
= 0
G = x2v
= (−u sin v, u cos v, b)(−u sin v, u cos v, b)
= u2 sin2 v + u2 cos2 v + b2
= u2 + b2.
Sada mozˇemo izracˇunati
W2 = EG − F2 = u2 + b2 − 0 = u2 + b2.
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Iz 1.4 mozˇemo izracˇunati velicˇine druge fundamentalne forme
L =
1
W
det(xuu, xu, xv)
=
1√
u2 + b2
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0
cos v sin v 0
−u sin v u cos v b
∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
M =
1
W
det(xuv, xu, xv)
=
1√
u2 + b2
∣∣∣∣∣∣∣∣
− sin v cos v 0
cos v sin v 0
−u sin v u cos v b
∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1√
u2 + b2
(−b sin2 v − b cos2 v)
=
−b√
u2 + b2
N =
1
W
det(xvv, xu, xv)
=
1√
u2 + b2
∣∣∣∣∣∣∣∣
−u cos v −u sin v 0
cos v sin v 0
−u sin v u cos v b
∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1√
u2 + b2
(−ub sin v cos v + bu cos v)
= 0
Sada je prema 1.5 srednja zakrivljenost helikoida jednaka
H =
EN − 2FM + GL
2(EG − F2) =
1 · 0 − 2 · 0 · −b√
u2+b2
+ (u2 + b2) · 0
2(1 · (u2 + b2) − 02) = 0
cˇime smo pokazali da je helikoid minimalna ploha.
2.1. PRIMJERI MINIMALNIH PLOHA 21
Primjer 2.1.2. Katenoid
Katenoid nastaje rotacijom lancˇanice cˇija je parametrizacija α(t) = (t, a ch( ta )). Sve do
1669. godine kada je Jungius dokazao suprotno, smatralo se da je lancˇanica zapravo para-
bola.
Slika 2.2: Lancˇanica
Euler je 1774. godine pokazao da rotacijom lancˇanice nastaje katenoid.
Slika 2.3: Katenoid
Izracˇunajmo srednju zakrivljenost katenoida pomoc´u prve i druge fundamentalne forme.
Kako bi mogli izracˇunati srednju zakrivljenost, potrebna nam je parametrizacija katenoida
koja glasi:
x(u, v) =
(
c cos u ch
(v
c
)
, c sin u ch
(v
c
)
, v
)
.
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xu(u, v) =
(
−c sin u ch v
c
, c cos u ch
v
c
, 0
)
xv(u, v) =
(
cos u sh
v
c
, sin u sh
v
c
, 1
)
xuu(u, v) =
(
−c cos u ch v
c
,−c sin u ch v
c
, 0
)
xuv(u, v) =
(
− sin u sh v
c
, cos u sh
v
c
, 0
)
xvv(u, v) =
(
1
c
cos u ch
v
c
,
1
c
sin u ch
v
c
, 0
)
Iz 1.1 imamo:
E = x2u
=
(
−c sin u ch v
c
, c cos u ch
v
c
, 0
)2
= c2 sin2 u ch2
v
c
+ c2 cos2 u ch2
v
c
= c2 ch2
v
c
F = xu · xv
=
(
−c sin u ch v
c
, c cos u ch
v
c
, 0
) (
cos u sh
v
c
, sin u sh
v
c
, 1
)
= −c sin u cos u sh v
c
ch
v
c
+ c cos u sin u ch
v
c
sh
v
c
= 0
G = x2v
=
(
cos u sh
v
c
, sin u sh
v
c
, 1
)2
= cos2 u sh2
v
c
+ sin2 u sh2
v
c
+ 1
= sh2 u
v
c
+ 1
= ch2
v
c
2.1. PRIMJERI MINIMALNIH PLOHA 23
Sada mozˇemo izracˇunati:
W2 = EG − F2 = c2 ch2 v
c
ch2
v
c
− 02 = c2 ch4 v
c
pa slijedi da je W = c ch2
(
v
c
)
.
Iz 1.4 mozˇemo izracˇunati velicˇine druge fundamentalne forme
L =
1
W
det(xuu, xu, xv)
=
1
c ch2 vc
∣∣∣∣∣∣∣∣
−c cos u ch vc −c sin u ch vc 0−c sin u ch vc c cos u ch vc 0
cos u sh vc sin u sh
v
c 1
∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1
c ch2 vc
(−c2 cos2 u ch2 v
c
− c2 sin2 u ch2 v
c
)
=
1
c ch2 vc
(−c2 ch2 v
c
)
= −c
M =
1
W
det(xuv, xu, xv)
=
1
c ch2 vc
∣∣∣∣∣∣∣∣
− sin u sh vc cos u sh vc 0−c sin u ch vc c cos u ch vc 0
cos u sh vc sin u sh
v
c 1
∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1
c ch2 vc
(−c sin u cos u sh v
c
ch
v
c
+ c sin u cos u sh
v
c
ch
v
c
)
= 0
N =
1
W
det(xvv, xu, xv)
=
1
c ch2 vc
∣∣∣∣∣∣∣∣
1
c cos u ch
v
c
1
c sin u ch
v
c 0−c sin u ch vc c cos u ch vc 0
cos u sh vc sin u sh
v
c 1
∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1
c ch2 vc
(cos2 u ch2
v
c
+ sin2 u ch2
v
c
)
=
1
c
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Sada je prema 1.5 srednja zakrivljenost katenoida jednaka
H =
EN − 2FM + GL
2(EG − F2) =
c2 ch2 vc · 1c − 2 · 0 · 0 + ch2 vc · (−c)
2(c2 ch2 vc · ch2 vc − 02)
= 0
cˇime smo pokazali da je katenoid minimalna ploha.
Pokazat c´emo primjere josˇ nekih poznatih minimalnih ploha te dati njihove parametriza-
cije.
Primjer 2.1.3. Enneperova minimalna ploha
Enneperova minimalna ploha je dobila ime po njemacˇkom matematicˇaru Alfredu Enneperu
koji ju je pronasˇao 1864. godine.
Slika 2.4: Enneperova minimalna ploha
Njena parametrizacija je
x(u, v) = (u − u
3
3
+ uv2,−v + v
3
3
− vu2, u2 − v2).
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Primjer 2.1.4. Catalanova minimalna ploha
Catalanova minimalna ploha je dobila ime po belgijskom matematicˇaru Euge`nu Charlesu
Catalanu koji ju je proucˇavao 1885. godine.
Slika 2.5: Catalanova minimalna ploha
Njena parametrizacija je
x(u, v) = (u − sin u ch v, 1 − cos u ch v,−4 sin u
2
sh
u
2
).
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Primjer 2.1.5. Hennebergova minimalna ploha
Hennebergova minimalna ploha je dobila ime po njemacˇkom matematicˇaru Ernstu Lebrec-
htu Hennebergu.
Slika 2.6: Hennebergova minimalna ploha
Njena parametrizacija je
x(u, v) = (2 sh u cos v − 2
3
sh 3u cos 3v, 2 sh u sin v +
2
3
sh 3u sin 3v, 2 ch 2u cos 2v).
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Primjer 2.1.6. Scherkova minimalna ploha
Scherkova ploha je dobila ime po njemacˇkom matematicˇaru Heinrichu Ferdinandu Scherku
koji ju je otkrio 1834. godine. On je tada opisao dvije minimalne plohe sˇto je zapravo bilo
veliko otkric´e s obzirom da od Meusniera koji je 1776. otkrio katenoid i helikoid nije bilo
nikakvih novih otkric´a u tom podrucˇju.
Slika 2.7: Scherkova minimalna ploha
Parametrizacija Scherkove prve minimalne plohe je
x(u, v) =
(
u, v,
1
a
ln
(cos au
cos av
))
.
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2.2 Weierstrass-Enneperova reprezentacija
Alfred Enneper i Karl Weierstrass su proucˇavali minimalne plohe josˇ 1863. godine.
Weierstrass-Enneperova reprezentacija je odlicˇna poveznica nekoliko grana matematike.
Pruzˇa nacˇin proucˇavanja ploha koristec´i i diferencijalnu geometriju i kompleksnu analizu.
Weierstrass-Enneperova reprezentacija minimalnih ploha kazˇe da se bilo koja minimalna
ploha mozˇe prikazati pomoc´u kompleksne holomorfne funkcije.
Kako bi mogli proucˇavati tu reprezentaciju, prvo moramo uvesti izotermnu parametriza-
ciju.
Izotermna parametrizacija
Definicija 2.2.1. Ako je x(u, v) : Ω→ M karta takva da vrijedi
E = xu · xu = xv · xv = G i F = 0,
tada se x naziva izotermna parametrizacija.
Ako je parametrizacija izotermna tada je srednja zakrivljenost jednaka
H =
EN + EL
2E2
=
N + L
2E
Teorem 2.2.2. Izotermne koordinate postoje na svakoj minimalnoj plohi M ⊆ R3.
Ako minimalnu plohu parametriziramo izotermnom parametrizacijom x(u, v), tada postoji
veza izmedu Laplaceovog operatora i srednje zakrivljenosti.
Teorem 2.2.3. Ako je parametrizacija x izotermna, tada je
∆x = xuu + xvv = (2EH)n. (2.1)
Korolar 2.2.4. Ploha M sa izotermnom parametrizacijom
x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))
je minimalna ako i samo ako su x1, x2 i x3 harmonijske funkcije.
Dokaz. Ako je M minimalna ploha, tada je H = 0 i prema teoremu 2.1 vrijedi
∆x = (2EH)n = 0
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pa su x1, x2 i x3 harmonijske funkcije.
Ako su x1, x2 i x3 harmonijske funkcije, tada je
∆x = xuu + xvv = 0
pa je prema teoremu 2.1
(2EH)n = 0.
Kako je n normalni jedinicˇni vektor i E = xu · xu , 0, tada mora vrijediti da je H = 0 pa je
M minimalna ploha. 
Prethodni korolar nam daje vezu izmedu kompleksne analize i diferencijalne geometrije
minimalnih ploha sˇto c´e nam uvelike pomoc´i kod konstrukcije minimalnih ploha. Takoder,
zanima nas ako se minimalna ploha mozˇe reprezentirati izotermnom kartom, mozˇe li se
reprezentirati i holomorfnom funkcijom?
Weierstrass-Enneperova reprezentacija
Sa svim poznatim informacijama o minimalnim plohama, izotermnim kartama, harmonij-
skim funkcijama te holomorfnim i meromorfnim funkcijama mozˇe se izvesti Weierstrass-
Enneperova reprezentacija minimalnih ploha.
Neka je M minimalna ploha parametrizirana izotermnom parametrizacijom x(u, v). Neka
z = u + iv oznacˇava odgovarajuc´e kompleksne koordinate i sjetimo se:
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂u
− i ∂
∂v
)
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂u
+ i
∂
∂v
) .
Kako je
u =
z + z
2
v =
z − z
2i
mozˇemo pisati
x(z, z) = (x1(z, z), x2(z, z), x3(z, z)).
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Na x j(z, z) gledamo kao na funkciju s kompleksnim varijablama koja poprima realne vri-
jednosti.
Prema definiciji
∂
∂z
derivacija j-te komponente funkcije x j glasi:
∂x j
∂z
=
1
2
(x ju − ix jv).
Definiramo
φ =
∂x
∂z
= (x1z , x
2
z , x
3
z ),
φ2 = (x1z )
2 + (x2z )
2 + (x3z )
2,
|φ|2 = |x1z |2 + |x2z |2 + |x3z |2,
gdje je |z| = √u2 + v2 modul od z.
Uocˇimo da je
(φ j)2 = (x jz)
2
= (
1
2
(x ju − ix jv)2
=
1
4
((x ju)
2 − (x jv)2 − 2ix jux jv),
pa je
φ2 =
1
4
(
3∑
j=1
(x ju)
2 −
3∑
j=1
(x jv)
2 − 2i
3∑
j=1
x jux
j
v)
=
1
4
(|xu|2 − |xv|2 − 2ixu · xv)
=
1
4
(E −G − 2iF).
Kako je x(u, v) izotermna,
φ2 =
1
4
(E − E) = 0.
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Usporedimo li realne i imaginarne dijelove vidimo da vrijedi i obrat. Ako je φ2 = 0, tada
parametrizacija x(u, v) mora biti izotermna.
Pokazat c´emo i da je |φ|2 = E
2
:
|φ|2 = 1
4
(
3∑
j=1
(x ju)
2 +
3∑
j=1
(x jv)
2)
=
1
4
(|xu|2 + |xu|2)
=
1
4
(E + G)
=
E
2
.
Lema 2.2.5.
∂φ
∂z
=
∂
∂z
(
∂x
∂z
)
=
1
4
∆x.
Kako je x izotermna i minimalna ploha tada je
∂φ
∂z
=
∂
∂z
(
∂x
∂z
)
=
1
4
∆x = 0
pa je zato svaka od funkcija φ j =
∂x
∂z
holomorfna.
Takoder, ako su φ j holomorfne, tada je svaka od funkcija x j harmonijska i stoga je M
minimalna ploha.
Ove cˇinjenice i prethodno navedenu lemu koristimo u dokazu iduc´eg teorema koji povezuje
minimalne plohe i holomorfne funkcije.
Teorem 2.2.6. Pretpostavimo da je M ploha s parametrizacijom x. Neka je φ =
∂x
∂z
i
pretpostavimo da je φ2 = 0. Tada je M minimalna ploha ako i samo ako je svaka φ j
holomorfna funkcija.
Ako su φ j holomorfne tada kazˇemo da je i φ holomorfna. Sada se svaka minimalna ploha
mozˇe opisati holomorfnom funkcijom (φ1, φ2, φ3) uz uvjet da je φ2 = 0.
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Zanima nas, ako imamo zadanu funkciju φ, kako se mozˇe konstruirati izotermna parame-
trizacija x plohe M? odgovor na to pitanje daje iduc´i korolar.
Korolar 2.2.7. x j(z, z) = c j + 2Re
∫
φ jdz.
Dokaz. Znamo da je z = u + iv pa slijedi da je dz = du + idv.
φ jdz =
1
2
(x ju − ix jv)(du + idv) =
1
2
((x judu + x
j
vdv) + i(x
j
udu − x jvdv))
φ
j
dz =
1
2
(x ju + ix
j
v)(du − idv) =
1
2
((x judu + x
j
vdv) − i(x judu − x jvdv)).
Sada imamo
dx j =
∂x j
∂z
dz +
∂x j
∂z
dz
= φ jdz + φ
j
dz
=
1
2
(x judu + x
j
vdv) +
1
2
(x judu + x
j
vdv)
= x judu + x
j
vdv
= 2Re(φ jdz).
Nakon integriranja dobijemo
x j = x j(z, z) = c j + 2Re
∫
φ jdz.

Definicija 2.2.8. Neka su f holomorfna funkcija i g meromorfna funkcija takve da je f g2
holomorfna funkcija. Neka su:
φ1 =
1
2
f (1 − g2)
φ2 =
i
2
f (1 + g2)
φ3 = f g.
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Tada su φ1, φ2 i φ3 holomorfne i vrijedi
φ2 =
1
4
f 2(1 − g2)2 − 1
4
f 2(1 + g2)2 + f 2g2 = 0.
Teorem 2.2.9. (Weierstrass-Enneperova reprezentacija) Ako je f holomorfna na domeni
D, g meromorfna na D i f g2 holomorfna na D, onda je minimalna ploha definirana para-
metrizacijom
x(z, z) = (x1(z, z), x2(z, z), x3(z, z))
gdje je
x1(z, z) = Re
∫
f (1 − g2)dz,
x2(z, z) = Re
∫
i f (1 + g2)dz,
x3(z, z) = Re
∫
2 f gdz.
Postoji josˇ jedan nacˇin na koji mozˇemo zapisati Weierstrass-Enneperovu reprezentaciju
koristec´i samo jednu holomorfnu funkciju kao kompoziciju funkcija. Pretpostavimo da
je funkcija g holomorfna i ima inverz g−1 koja je takoder holomorfna funkcija. Tada na g
gledamo kao na novu kompleksnu varijablu τ = g gdje je dτ = g′dz. Definiramo F(τ) = fg′ ,
pa vrijedi F(τ)dτ = f dz. Dakle, zamijenimo li g s τ i f dz s F(τ)dτ dobivamo iduc´i teorem.
Teorem 2.2.10. Za bilo koju holomorfnu funkciju F(τ), minimalna ploha je definirana
parametrizacijom
x(z, z) = (x1(z, z), x2(z, z), x3(z, z)),
gdje je
x1(z, z) = Re
∫
(1 − τ2)F(τ)dz,
x2(z, z) = Re
∫
i(1 + τ2)F(τ)dz,
x3(z, z) = Re
∫
2τF(τ)dz.
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Primjer 2.2.1. Helikoid
Neka je F(τ) =
i
2τ2
gdje je τ = ez. Minimalna ploha dobivena Weierstrass-Enneperovom
reprezentacijom c´e biti helikoid.
Raspisˇimo:
x1 = Re
∫
(1 − τ2)F(τ)dτ = Re
∫
(1 − τ2) i
2τ2
dτ = Re
(−i
2τ
− i
2
τ
)
= Re
(−i
2
(
1
τ
+ τ
))
= Re
(−i
2
(
e−z + ez
))
= Re
(−i
2
(
e−(u+iv) + eu+iv
))
= Re
(−i
2
(e−u(cos(−v) + i sin(−v)) + eu(cos(v) + i sin(v)))
)
= Re
(−i
2
e−u cos(−v) + 1
2
e−u sin(−v) − i
2
eu cos(v) +
1
2
eu sin(v)
)
=
1
2
e−u sin(−v) + 1
2
eu sin(v)
x2 = Re
∫
i(1 + τ2)F(τ)dτ = Re
∫
i(1 + τ2)
i
2τ2
dτ
= Re
(
1
2τ
− 1
2
τ
)
= Re
(
1
2
(e−z − ez)
)
= Re
(
1
2
(e−(u+iv) + eu+iv)
)
= Re
(
1
2
(e−u(cos(−v) + i sin(−v)) + eu(cos(v) + i sin(v)))
)
= Re
(
1
2
e−u cos(−v) + i
2
e−u sin(−v) − 1
2
eu cos(v) +
i
2
eu sin(v)
)
=
1
2
e−u sin(−v) − 1
2
eu sin(v)
x3 = Re
∫
2τF(τ)dτ = Re
∫
2τ
i
2τ2
dτ = Re
∫
i
τ
dτ
= Re(i ln |τ|) = Re(i ln |ez|)
= Re(iz) = Re(i(u + iv)) = Re(iu − v)
= −v.
Dakle, izotermna parametrizacija helikoida glasi
x(u, v) = (
1
2
e−u sin(−v) + 1
2
eu sin(v),
1
2
e−u sin(−v) − 1
2
eu sin(v),−v).
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Weierstrass-Enneperova reprezentacija nekih poznatih minimalnih ploha:
f (z) g(z)
Enneperova minimalna ploha 1
√
z
Hennebergova minimalna
ploha 2(1 − z
−4) z
Scherkova druga minimalna
ploha
4
1 − z4 iz
Deformacija katenoida u helikoid
Deformacija katenoida u helikoid je klasicˇan rezultat u diferencijalnoj geometriji i svakako
ga se isplati spomenuti u ovom poglavlju gdje govorimo o minimalnim plohama. Prije
nego sˇto objasnimo tu deformaciju, trebamo sljedec´u definiciju [11].
Definicija 2.2.11. Minimalna ploha opisana Weierstrass-Enneperovom reprezentacijom
( f , g) ili F(τ) ima pridruzˇenu familiju minimalnih ploha danu redom s (eit f , g) ili eitF(τ).
Katenoid ima Weierstrass-Enneperovu reprezentaciju
( f , g) =
(
−e
−z
2
,−ez
)
.
Prema tome, pridruzˇena familija ploha katenoida ima Weierstrass-Enneperovu reprezenta-
ciju
( f , g) =
(
−e
−z
2
eit,−ez
)
,
koja odgovara iduc´oj standardnoj parametrizaciji.
x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)),
za bilo koji fiksan t, gdje su
x1(u, v) = cos(t) cos(v) ch(u) + sin(t) sin(v) sh(u)
x2(u, v) = cos(t) ch(u) sin(v) − cos(v) sin(t) sh(u)
x3(u, v) = u cos(t) + v sin(t).
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To je vrlo lijep rezultat u teoriji minimalnih ploha. Katenoid se mozˇe neprekidno defor-
mirati u helikoid transformacijom danom gore, gdje t = 0 predstavlja katenoid, a t =
pi
2
predstavlja helikoid. Treba napomenuti da gornja parametrizacija predstavlja minimalnu
plohu za bilo koji t. Odnosno, bilo koja ploha u pridruzˇenoj familiji minimalnih ploha je
takoder minimalna.
Slika 2.8: Deformacija iz katenoida u helikoid
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2.3 Rotacijske plohe konstantne srednje zakrivljenosti
U ovom c´emo poglavlju dati Kenmotsuovo moderno rjesˇenje problema pronalaska rotacij-
skih ploha konstantne srednje zakrivljenosti [4] te opisati rulete konika koje c´e generirati
Delaunayeve plohe.
Kenmotsuovo rjesˇenje
Neka je ϕ : I ⊂ R→ R2 dana s ϕ(s) = (x(s), y(s)) parametrizacija neke regularne ravninske
C2 krivulje. Pretpostavimo da je ϕ parametrizacija duljine luka i da je 0 sadrzˇana u intervalu
I. Neka je M rotacijska ploha u R3 definirana s
(s, θ) 7→ (x(s), y(s) cos θ, y(s) sin θ), s ∈ I, 0 ≤ θ ≤ 2pi.
Tada su prva i druga fundamentalna forma dane s
Ip = ds2 + y2dθ2,
IIp = (x′′y′ − x′y′′)ds2 + x′ydθ2.
Pretpostavimo li da je y(s) > 0 za s ∈ I, po definiciji za H, imamo
2Hy − x′ − x′′yy′ + x′yy′′ = 0, s ∈ I.
Pomnozˇimo li redom s x′ i y′ te pojednostavimo koristec´i cˇinjenicu da je
(x′)2 + (y′)2 = 1
i
x′x′′ + y′y′′ = 0
za s ∈ I, dobivamo
2Hyx′ + (yy′)′ − 1 = 0
i
2Hyy′ − (yx′)′ = 0.
Stavimo li da je Z(s) = y(s)y′(s) + iy(s)x′(s) te kombiniramo li prethodne jednadzˇbe dobit
c´emo iduc´u kompleksnu linearnu jednadzˇbu prvog reda:
Z′ − 2iHZ − 1 = 0, s ∈ I. (2.2)
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Gledamo li na H kao konstantu razmotrit c´emo dva slucˇaja:
1) Ako je H = 0, tada je rjesˇenje dano s
Z(s) = s + C = s + c1 + ic2
za neki C = c1 + ic2 ∈ C. To nam daje
y(s) = |Z(s)| =
√
(s + c1)2 + c22
x′(s) =
ImZ
y
=
c2√
(s + c1)2 + c22
.
Integriramo li x, dobit c´emo
x = c2arcsinh
(
s + c1
c2
)
odnosno,
s + c1 = sinh
(
f
c2
)
· c2.
Uvrstimo li taj izraz u jednadzˇbu za y, dobit c´emo
y =
√
(s + c1)2 + c22
=
√
sinh2
(
x
c2
)
· c22 + c22
= c2 cosh
(
x
c2
)
.
Jasno je da je to parametrizacija lancˇanice.
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2) Ako je H , 0, tada je
Z(s) =
(
1
2iH
(1 − e−2iHs) + C
)
e2iHs
=
1
2iH
((1 + 2iHC) − e−2iHse2iHs
=
Bei(2Hs+θ)−1
2iH
gdje je Beiθ = 1 + 2iHC za neki B, θ ∈ R i C ∈ C je proizvoljna konstanta. Koristec´i
cˇinjenicu da je y(s) > 0 imamo da je translacijom parametra duljine luka i promatrajuc´i
kada je H > 0
y(s) = |Z| = 1
2H
√
1 + B + 2B sin 2Hs
x′(u) =
ImZ
y
=
1 + B sin 2Hs√
1 + B2 + 2B sin 2Hs
.
Tako je rjesˇenje jednadzˇbe 2.2 jednoparametarska familija rotacijskih ploha konstantne
srednje zakrivljenosti H dana s [4]
ϕ(s; H, B) =
(∫ s
0
1 + B sin 2Ht√
1 + B2 + 2B sin 2Ht
dt,
1
2H
√
1 + B2 + 2B sin 2Hs
)
(2.3)
za bilo koji B ∈ R i H > 0.
Promatrajuc´i ϕ za razlicˇite B vidimo da ϕ(s; H, 0) generira krivulju za uspravni kruzˇni ci-
lindar i ϕ(s; H, 1) generira krivulju za niz polukruzˇnica centriranih na osi x. Za 0 < B < 1
funkcija x(s) raste monotono dok u slucˇaju kada je B > 1 ne.
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Slika 2.9: Rjesˇenje za H = 0.5 i B = 0, 0.5, 1, 1.5
Delaunay-eve plohe
1841. Charles Euge´ne Delaunay je uveo nacˇin konstruiranja simetricˇnih ploha konstantne
srednje zakrivljenosti u R3 dokazavsˇi da je rotacijska ploha u R3 ploha konstantne srednje
zakrivljenosti ako i samo ako je njena profilna krivulja ruleta konike. Rotacijska ploha u
R3 je generirana rotacijom dane profilne krivulje oko pravca u ravnini u je ta dana krivulja
sadrzˇana [1].
Promotrimo rotacijsku plohu danu parametrizacijom
x(u, v) = (u, f (u) cos v, f (u) sin v).
Deriviramo li tu parametrizaciju po komponentama u i v dobit c´emo:
xu(u, v) = (1, f ′(u) cos v, f ′(u) sin v),
xv(u, v) = (0,− f (u) sin v, f (u) cos v).
Koristec´i definicije 1.2 i 1.3 te izraze za odgovarajuc´e velicˇine 1.1 i 1.4 prve i druge fun-
damentalne forme dobivamo:
E = 1 + f ′(u)2, F = 0, G = f (u)2,
L =
− f ′′√
1 + f ′2
, M = 0, N =
f√
1 + f ′2
pri cˇemu je jedinicˇni vektor normale plohe
n =
1√
1 + f ′2
( f ′,− cos v,− sin v).
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Sada, uz pomoc´ gornjih velicˇina mozˇemo izracˇunati srednju zakrivljenost H koristec´i rela-
ciju
H =
EN − 2FM + GL
2(EG − f 2) .
Dobivamo da je
H =
− f f ′′ + 1 + f ′2
2 f
√
(1 + f ′2)3
.
Pretpostavimo da je H =
c
2
konstanta. Tada imamo diferencijalnu jednadzˇbu
1 + f ′2 − f f ′′ = c f (1 + f ′2) 32 .
Uocˇimo da za minimalnu rotacijsku plohu dobivamo
1 + f ′2 − f f ′′ = 0.
Pretpostavimo da je c = ±1
a
, gdje je a > 0. Tada dobivamo
f 2 ± 2a f√
1 + f 2
= ±b2,
pri cˇemu je b konstanta.
Ovime dolazimo do iskaza jednog dobro poznatog teorema koji kazˇe:
Teorem 2.3.1. Rotacijska ploha M parametrizirana s
x(u, v) = (u, f (u) cos v, f (u) sin v)
ima konstantnu srednju zakrivljenost ako i samo ako funkcija f (u) zadovoljava
f 2 ± 2a f√
1 + f 2
= ±b2,
gdje su a i b pozitivne konstante.
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Delaunay je otkrio da gornja diferencijalna jednadzˇba nastaje geometrijski. Odnosno, da
postoji geometrijska konstrukcija cˇiji je rezultat ta diferencijalna jednadzˇba i da iz nje
proizlaze sve rotacijske plohe konstantne srednje zakrivljenosti.
Rekli smo da je dokazao da je rotacijska ploha u R3 ploha konstantne srednje zakrivljenosti
ako i samo ako je njena profilna krivulja ruleta konike.
Ruletama nazivamo krivulje koje nastaju kotrljanjem neke druge krivulje po pravcu ili ne-
koj drugoj krivulji, ako promatramo neku fiksnu tocˇku i pratimo njezin trag.
Najpoznatiji primjeri rotacijskih ploha ruleta konika su katenoid, unduloid i nodoid. Poka-
zat c´emo da je ruleta parabole profilna krivulja katenoida, a ruleta elipse profilna krivulja
unduloida te spomenuti da je ruleta hiperbole profilna krivulja nodoida [1, 5, 4].
Primjer 2.3.1. Ruleta elipse
Neka je zadana elipsa i neka je a > b, gdje su a i b redom duljine velike i male poluosi.
Zamislimo da se elipsa giba, odnosno ”kotrlja”, po x-osi. Neka je lokus fokusa F1 pri gi-
banju elipse po pravcu krivulja l i neka je O dodirna tocˇka pravca i elipse. Presjek okomica
kroz fokuse F1 i F2 na x-os s x-osi nazovimo, redom, O1 i O2. Neka su koordinate fokusa
F1 i F2 redom (x, y) i (x˜, y˜) te neka je φ kut izmedu tangete na krivulju l kroz fokus F1.
Slika 2.10
Promotrimo li vec´ poznata svojstva elipse, znamo da je zbroj udaljenosti od fokusa do dane
tocˇke na elipsi konstantan i iznosi 2a, odnosno
|F1O| + |F2O| = 2a. (2.4)
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Takoder, iz nozˇisˇne jednadzˇbe elipse slijedi da je produkt udaljenosti fokusa elipse do neke
njene tangente konstantan i jednak kvadratu duljine male poluosi, odnosno
|F1O1| · |F2O2| = y · y˜ = b2. (2.5)
Elipsa isto tako ima jedno jako lijepo svojstvo refleksije koje kazˇe da se bilo koja zraka
koja prolazi kroz jedan fokus reflektira od elipse u drugi fokus (zrcalno svojstvo elipse).
Kako su kutovi incidencije i refleksije jednaki vrijedi da je ∠F1OO1  ∠F2OO2. Trokuti
F1OO1 i F2OO2 su slicˇni prema poucˇku KK i vrijedi ∠O1F1O  ∠O2F2O.
Uocˇimo da je mjera kuta φ, odnosno mjera kuta izmedu tangete na krivulju l kroz fokus
F1, jednaka mjeri ∠O1F1O.
Iz svih promatranih svojstva slijedi da je
y +
b2
y
= 2a cos φ. (2.6)
Pretpostavimo da je krivulja l parametrizirana duljinom luka s. Tada je
dx
ds
= cos φ. (2.7)
Iz definicije duljine luka s slijedi
ds
dx
=
√
1 +
(
dy
dx
)2
. (2.8)
Uvrstimo li 2.7 i 2.8 u 2.6 dobit c´emo diferencijalnu jednadzˇbu
y2 − 2ay√
1 + y′2
+ b2 = 0, (2.9)
koja odgovara unduloidnoj (valnoj) krivulji, odnosno ruleti elipse.
Uocˇimo da je ova jednadzˇba poseban slucˇaj diferencijalne jednadzˇbe dane u 2.3.1 sˇto po-
kazuje da unduloidna (valna) krivulja3, kao ruleta elipse, generira plohu konstantne srednje
zakrivljenosti pri rotaciji oko fiksnog pravca. Ta ploha se zove unduloid.
3poznata kao i elipticˇna lancˇanica
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Promatramo li slucˇaj kada je a ≤ b dobivamo iduc´e slucˇajeve (redom kada je kut tupi i
sˇiljast)
y2 ± 2ay√
1 + y′2
+ b2 = 0.
Za H =
1
2a
i B = ±
√
1 − b
2
4H2
parametarska jednadzˇba unduloidne krivulje glasi
x(s) =
∫ u
0
1 + B sin 2Ht√
1 + B2 + 2B sin 2Ht
dt,
y(s) =
1
2H
√
1 + B2 + 2B sin 2Hs
koju povezujemo s Kenmotsuovim rjesˇenjem 2.3.
Slika 2.11: Unduloidna (valna) krivulja
Slika 2.12: Unduloid
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Primjer 2.3.2. Ruleta parabole
Neka je zadana parabola l dana s l : t → (t, at2) za neki pozitivan a. Neka je F fokus,
a A vrh parabole. Neka je K neka tocˇka na paraboli te neka je P tocˇka presjeka tangente
na parabolu kroz K i x-osi. S obzirom da se K nalazi na paraboli, njene koordinate su
K = (t, at2). Koordinate tocˇke presjeka tangente kroz K i x-osi su P = (
t
2
, 0). Pokazˇimo to.
Jednadzˇba tangente na parabolu kroz K glasi
y = 2axt − at2. (2.10)
Presijecˇemo li tu jednadzˇbu s y = 0 dobit c´emo
x =
t
2
. (2.11)
Odnosno, koordinate te tocˇke su P =
( t
2
, 0
)
.
Slika 2.13
Nadalje, neka je tocˇka O tocˇka presjeka tangente na parabolu K i pravca AF. Njene ko-
ordinate su O = (0,−at2). Vrijedi da je |PK| = |OP| sˇto se vrlo polako pokazˇe primje-
nom formule za udaljenost tocˇaka u ravnini. Zbog zrcalnog svojstva elipse vrijedi da je
∠FOP = ∠PKF i imamo da je ∠OPF = ∠KPF =
pi
2
. Koristec´i se trigonometrijom prvo-
kutnog trokuta slijedi
|FA| = |FP| cos ∠AFP = |FP| cos ∠PFK.
Zamislimo da se parabola l giba, odnosno ”kotrlja”, po pravcu PK te razmatrajmo sada taj
pravac kao x-os. Tada je ordinata od F u ovom sustavuu koordinata dana s |PF|. Oznacˇimo
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tu udaljenost s y.
Imamo
cos ∠PFK =
dx
ds
,
gdje je s duljina luka lokusa od F pri ”kotrljanju” parabole po pravcu PK. To je ekviva-
lentno s
dx
ds
= cosα, (2.12)
gdje α oznacˇava kut izmedu tangente na lokus od F pri ”kotrljanju” parabole po pravcu
PK i x-osi. Tada dolazimo do
c = y
dx
ds
=
y√
1 +
(
dy
dx
)2
ili, ekvivalentno,
dy
dx
=
√
y2 − c2
c2
. (2.13)
Rjesˇenje te diferencijalne jednadzˇbe je dano s
y =
c
2
(e
x
c + e
−x
c ) = c ch
( x
c
)
sˇto je jednadzˇba lancˇanice. Odnosno, lancˇanica je ruleta parabole koja nastaje kao lokus
fokusa parabole pri ”kotrljanju” parabole po pravcu. Znamo vec´ da rotacijom lancˇanice
nastaje rotacijska ploha koju nazivamo katenoid.
Slika 2.14: Lancˇanica
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Slika 2.15: Katenoid
Spomenut c´emo josˇ da je ruleta hiperbole nodoidna (cˇvorna) krivulja4 i ona je profilna kri-
vulja plohe konstantne srednje zakrivljenosti koju nazivamo nodoid.
Slika 2.16: Nodoidna (cˇvorna) krivulja
4poznata kao i hiperbolicˇna lancˇanica
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Slika 2.17: Nodoid
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Sazˇetak
Teorija ploha konstantne srednje zakrivljenosti je veoma komplicirano podrucˇje matema-
tike koje zahtijeva poznavanje diferencijalne geometrije i kompleksne analize te smo stoga
jedno cijelo poglavlje posvetili upravo osnovama istih koje bi cˇitatelj ovog rada trebao ra-
zumjeti.
U drugom smo se poglavlju fokusirali na temu ovog rada i dali definiciju ploha konstantne
srednje zakrivljenosti kao plohe cˇija je srednja zakrivljenost jednaka nekoj konstanti. Kako
ta konstanta mozˇe biti i nula, posebno smo razmatrali minimalne plohe, odnosno plohe cˇija
je srednja zakrivljenost jednaka nuli i plohe cˇija je srednja zakrivljenost razlicˇita od nule.
Za minimalne plohe smo dali primjere, Weierstrass-Enneperovu reprezentaciju te pokazali
kako se katenoid mozˇe deformirati u helikoid pri cˇemu su sve plohe deformacije takoder
minimalne.
Na kraju smo izveli Kenmotsuovo rjesˇenje, odnosno uvjete koji moraju biti ispunjeni da bi
neka rotacijska ploha bila konstantne srednje zakrivljenosti te smo razmatrali Delaunayev
zakljucˇak da je neka ploha rotacijska ploha konstantne srednje zakrivljenosti ako i samo
ako je njena profilna krivulja ruleta konike.

Summary
The theory of surfaces of constant mean curvature is a very complex area of mathematics,
which requires understanding of differential geometry and complex analysis. Therefore,
we dedicate an entire chapter to the basics of these mathematical branches, which need to
be understood by the reader.
The second chapter focuses on the subject of this dissertation. We define surfaces of cons-
tant mean curvature as surfaces whose mean curvatures equal a constant. Seeing as this
constant may also be zero, we separately approach minimal surfaces, defined as those sur-
faces that have a mean curvature value of zero, and surfaces with a non-zero value of mean
curvature. We provide examples and a Weierstrass-Enneper representation of minimal sur-
faces, and we show how a catenoid may be deformed into a helicoid, where all the surfaces
in the associated family of a catenoid are also minimal.
Finally, we derive Kenmotsu’s solution, that is to say we define the conditions which need
to be met for a surface of revolution to have a constant mean curvature. We also discuss
Delaunay’s conclusion that a surface of revolution is a surface of constant mean curvature
if and only if its profile curve is a roulette of a conic.
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